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MESURE DE MAHLER D’HYPERSURFACES K3
MARIE JOSE´ BERTIN
Re´sume´ Nous exprimons, a` l’aide de se´ries d’Eisenstein-Kronecker, la mesure de
Mahler de deux familles de polynoˆmes de´finissant des hypersurfaces K3 de nombre
de Picard ge´ne´rique 19. Pour certaines de ces surfaces K3 singulie`res (i.e. de
nombre de Picard 20), nous donnons cette mesure en termes de se´rie L de Hecke
de poids 3 pour certains Gro¨ssencharacter.
1. Introduction
La mesure de Mahler logarithmique m(P ) d’un polynoˆme de Laurent P ∈
C[X±1 , ..., X
±
1 ]est de´finie par
m(P ) =
1
(2pii)n
∫
Tn
log |P (x±1 , ..., x±n )|
dx1
x1
...
dxn
xn
ou` Tn de´signe le tore {(x1, ..., xn) ∈ Cn/|x1| = ... = |xn| = 1}. Sa mesure de
Mahler M(P ) vaut alors M(P ) = exp(m(P )). Si P est un polynoˆme unitaire de
Z[X ], on obtient graˆce a` la formule de Jensen
M(P ) =
∏
P (α)=0
max(|α|, 1),
quantite´ lie´e au proble`me de Lehmer (1933) sur l’existence d’un polynoˆme unitaire
de Z[X ], non cyclotomique, de mesure de Mahler infe´rieure a` 1, 1762...
Cependant, graˆce a` un re´sultat de Boyd [3][4], la connaissance de nombreuses
valeurs M(P ) pour P ∈ Z[X1, ..., Xn] pourrait e´clairer le proble`me pre´ce´dent.
Depuis quelques anne´es, on s’inte´resse en outre a` l’obtention de formules ex-
plicites pour m(P ) [6][9][10]. Ces formules sont lie´es a` la nature ge´ome´trique de
la varie´te´ alge´brique de´finie par P . Par exemple, si P repre´sente un mode`le affine
d’une courbe elliptique E dont les polynoˆmes attache´s aux faces du polygone de
Newton n’ont pour racines que des racines de l’unite´ et si P (x, y) 6= 0 pour tout
(x, y) ∈ T2, alors pi2m(P ) est conjecture´ eˆtre un multiple rationnel de la se´rie
L(E, 2) associe´e a` la courbe elliptique E. Cette conjecture, de´coulant des conjec-
tures de Beilinson [1], a e´te´ prouve´e par Rodriguez-Villegas dans certains cas ou` E
posse`de de la multiplication complexe [9][10]. Elle a e´te´ ve´rifie´e nume´riquement par
Boyd [5] pour de nombreuses familles de courbes elliptiques. En outre Rodriguez-
Villegas a exprime´, pour certaines familles modulaires de courbes elliptiques, la
mesure de Mahler logarithmique des polynoˆmes associe´s comme la partie re´elle de
certaines se´ries d’Eisenstein-Kronecker [9][10].
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Nous nous proposons ici de ge´ne´raliser ce re´sultat au cas de certaines familles
de surfaces K3 ayant un nombre de Picard ge´ne´rique e´gal a` 19 . Nous e´tudierons
essentiellement deux familles, la premie`re associe´e aux polynoˆmes
Pk = X +
1
X
+ Y +
1
Y
+ Z +
1
Z
− k
et la seconde lie´e aux polynoˆmes
Qk = X +
1
X + Y +
1
Y + Z +
1
Z
+XY +
1
XY
+ ZY +
1
ZY
+XY Z +
1
XY Z
− k.
Nous montrerons les re´sultats suivants.
The´ore`me 1.1. 1) Posons k = t+ 1t et de´finissons
t = (
η(τ)η(6τ)
η(2τ)η(3τ)
)6 = q1/2 − 6q3/2 + 15q5/2 − 20q7/2 + ...
ou` η de´signe la fonction de Dedekind
η(τ) = e
piiτ
12
∏
n≥1
(1− e2piinτ ).
Alors
m(Pk) = ℜ{−piiτ +
∑
n≥1
(
∑
d|n
d3)(
4qn
n
− 16q
2n
2n
+
36q3n
3n
− 144q
6n
6n
)}.
2) Posons k = −(t+ 1t )− 2 et de´finissons
t =
η(3τ)4η(12τ)8η(2τ)12
η(τ)4η(4τ)8η(6τ)12
.
Alors
m(Qk) = ℜ{−2piiτ +
∑
n≥1
(
∑
d|n
d3)(
−2qn
n
+
32q2n
2n
+
18q3n
3n
− 288q
6n
6n
)}.
The´ore`me 1.2. Avec les notations du the´ore`me 1.1, on a l’expression suivante de
la mesure
1)
m(Pk) =
ℑτ
8pi3
{
′∑
m,κ
(−4(2ℜ 1
(mτ + κ)3(mτ¯ + κ)
+
1
(mτ + κ)2(mτ¯ + κ)2
)
+ 16(2ℜ 1
(2mτ + κ)3(2mτ¯ + κ)
+
1
(2mτ + κ)2(2mτ¯ + κ)2
)
− 36(2ℜ 1
(3mτ + κ)3(3mτ¯ + κ)
+
1
(3mτ + κ)2(3mτ¯ + κ)2
)
+ 144(2ℜ 1
(6mτ + κ)3(6mτ¯ + κ)
+
1
(6mτ + κ)2(6mτ¯ + κ)2
))}
2)
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m(Qk) =
ℑτ
8pi3
{
′∑
m,κ
(2(2ℜ 1
(mτ + κ)3(mτ¯ + κ)
+
1
(mτ + κ)2(mτ¯ + κ)2
)
− 32(2ℜ 1
(2mτ + κ)3(2mτ¯ + κ)
+
1
(2mτ + κ)2(2mτ¯ + κ)2
)
− 18(2ℜ 1
(3mτ + κ)3(3mτ¯ + κ)
+
1
(3mτ + κ)2(3mτ¯ + κ)2
)
+ 288(2ℜ 1
(6mτ + κ)3(6mτ¯ + κ)
+
1
(6mτ + κ)2(6mτ¯ + κ)2
))}
Nous terminerons par quelques applications arithme´tiques.
En particulier, pour certains polynoˆmes de ces familles de´finissant des surfaces
K3 singulie`res (i.e. de nombre de Picard 20), nous exprimerons leur mesure de
Mahler comme des se´ries L de Hecke pour un Gro¨ssencharacter de poids 3.
2. Quelques rappels sur les surfaces K3
Nous allons donner quelques re´sultats permettant de comprendre les me´thodes
utilise´es. Le lecteur inte´resse´ par plus de de´tails pourra par exemple consulter [14]
[15].
Une surface K3 de´finie sur C est une surface X ⊂ P3 ve´rifiant
H1(X,OX) = 0
et
KX = 0
(i. e. dont le faisceau canonique est trivial).
Une surface K3 est dite alge´brique si elle admet un fibre´ en droites ample,
de´finissant un plongement projectif de X dans un espace projectif. Le caracte`re
alge´brique est caracte´rise´ par le fait que le degre´ de transcendance de son corps de
fonctions C(X) vaut 2. Par exemple, un reveˆtement double ramifie´ le long d’une
sextique plane est une surface K3. C’est ainsi le cas de la surface dont un mode`le
affine est donne´ par le polynoˆme Pk, pour k 6= ±2,±6, car il s’e´crit
(2Z +X +
1
X
+ Y +
1
Y
− k)2 = (X + 1
X
+ Y +
1
Y
− k)2 − 4.
Si X est une surface K3, il existe une unique 2-forme holomorphe ω sur X ,
unique a` un facteur scalaire pre`s.
Par exemple si F (X0, X1, X2, X3) est un polynoˆme homoge`ne de degre´ 4 dans
P3, sans racines multiples et si X de´signe le lieu d’annulation de F , alors X est une
surface K3 et la 2-forme holomorphe est le re´sidu de
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
F (x1, x2, x3)
ou` xi :=
Xi
X0
.
Le groupe H2(X,Z) est libre de rang 22 et l’accouplement d’intersection ou cup-
produit munit H2(X,Z) d’une forme biline´aire syme´trique unimodulaire, paire, de
rang 22, de signature (3, 19) telle que
H2(X,Z) ≃ U32⊥(−E8)2 := L
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ou` U2 est le re´seau hyperbolique de rang 2 et E8 le re´seau unimodulaire de´fini
positif de rang 8. Le re´seau L est appele´ le re´seau K3.
Le groupe de Picard de X , note´ PicX , forme´ des diviseurs de X modulo
l’e´quivalence line´aire, ve´rifie
PicX ⊂ H2(X,Z) ≃ Hom(H2(X,Z),Z)
et PicX est parame´tre´ par les cycles alge´briques. C’est un groupe abe´lien libre
de type fini, sans torsion, d’ou`
PicX ≃ Zρ(X).
L’entier ρ(X), appele´ nombre de Picard de X , ve´rifie
1 ≤ ρ(X) ≤ 20.
Le groupe T (X) := (PicX)⊥ des cycles transcendants a une structure de re´seau
de dimension 22− ρ(X). Il est appele´ le re´seau transcendant.
Si X de´signe une surface K3, L son re´seau K3 et α l’isomorphisme
α : H2(X,Z)→ L,
le couple (X,α) est appele´ surface K3 ”marque´e”.
Si {γ1, ..., γ22} de´signe une Z-base de H2(X,Z) et ω une 2-forme holomorphe
sur X , l’inte´grale
∫
γi
ω est appele´e une pe´riode de X et ve´rifie
∫
γ ω = 0 pour tout
γ ∈ PicX .
Si M est un sous-re´seau primitif de L ( i. e. L/M libre) de rang 1 + t, de
signature (1, t), le couple (XM, φα) ou` XM est une surface K3 alge´brique et φα =
α−1|M : M → PicXM est une isome´trie de re´seaux, est appele´ surface K3, M
-polarise´e.
On peut montrer l’existence de l’espace des modules des surfaces K3, M -
polarise´es et pseudo-amples (i. e. dont le plongement φα contient une classe de
diviseurs pseudo-amples). Cet espace de modules est inde´pendant du marquage; il
est note´ MK3,M.
Supposons de´sormaisM⊂ L avec M de rang 19.
Si M≃ U2⊥(−E8)2⊥〈−2〉 >, par un the´ore`me de Dolgachev,
on a l’isomorphisme
MK3,M ≃ H/Γ0(N)∗
ou` H de´signe le demi-plan de Poincare´,
Γ0(N) = {
(
a b
c d
)
∈ Sl2(Z)/c ≡ 0(N)}
et
Γ0(N)
∗ = Γ0(N)+wN
ou` wN de´signe l’involution de Fricke
wN =
(
0 − 1√
N√
N 0
)
Le groupe Γ0(N)
∗ est en outre de genre 0.
Le groupe Γ0(N)
∗ (ou ses sous-groupes d’indice fini) peut s’identifier au groupe
de monodromie de l’e´quation diffe´rentielle de Picard-Fuchs d’un pinceau de surfaces
K3, M-polarise´es ( pour la de´finition de l’e´quation diffe´rentielle de Picard-Fuchs,
voir ci-dessous).
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Rappelons que H/Γ0(N)∗ est l’espace des modules des couples (E,CN ) des
courbes elliptiques isoge`nes, a` groupe d’isoge´nie cyclique CN , modulo l’involution
de Fricke wN ((E,CN )) = (E/CN , EN).Or le the´ore`me de Dolgachev prouve que
H/Γ0(N)∗ est e´galement l’espace des modules des surfaces K3, M -polarise´es. On
comprend donc qu’il puisse exister une relation entre les surfaces K3,M-polarise´es
de nombre de Picard 19 et les courbes elliptiques. C’est pre´cise´ment ce que met
en e´vidence un the´ore`me de Morrison qui montre qu’une surface K3, M-polarise´e,
de nombre de Picard 19 posse`de une structure de Shioda-Inose, i. e. il existe une
surface abe´lienne A := E × E/CN , une surface de Kummer Y = Kum(A/± 1) et
une involution canonique ι sur X telle que X/〈ι〉 soit birationnellement isomorphe
a` Y .
Conside´rons maintenant une famille a` 1 parame`treXz de surfacesK3 parame´tre´e
par B := P1\{z/Xz singulie`re} et soit ωz l’unique 2-forme diffe´rentielle holomorphe
sur Xz (unique a` un scalaire pre`s). Soit z0 ∈ B et pi(B, z0) le groupe fondamental.
L’image de la repre´sentation de monodromie
pi(B, z0)→ Aut(P(H2(Xz,Z))
est le groupe de monodromie G de la famille {Xz}z∈B. On de´finit e´galement
l’application de pe´riode
B → P21/G
z 7→
[∫
γ1z
ωz : ... :
∫
γ22z
ωz
]
On montre alors que siXz est une famille a` un parame`tre de surfacesK3, de nombre
de Picard ge´ne´rique r, alors les pe´riodes de Xz satisfont une e´quation diffe´rentielle
de Picard-Fuchs d’ordre k = 22− r.
Dans nos exemples, nous aurons k = 3.
3. Preuve des the´ore`mes
3.1. Preuve du the´ore`me 1.1. 1) Rappelons d’abord les re´sultats de Peters et
Stienstra [8] sur la famille Xk de surfaces K3 dont une e´quation affine est
x+
1
x
+ y +
1
y
+ z +
1
z
− k = 0.
Une telle famille {Xk}k, k ∈ P1\{∞,±2,±6} a un nombre de Picard ge´ne´rique 19,
est Mk-polarise´e avec
Mk ≃ U2⊥(−E8)2⊥〈−12〉.
Son re´seau transcendant ve´rifie Tk ≃ U2⊥〈12〉 et l’e´quation diffe´rentielle de Picard-
Fuchs associe´e a` la famille est
(k2 − 4)(k2 − 36)y′′′ + 6k(k2 − 20)y′′ + (7k2 − 48)y′ + ky = 0.
Si l’on pose
t(τ) =
(
η(τ)η(6τ)
η(2τ)η(3τ)
)6
= epiiτ
∞∏
n=1 (n,6)=1
(1− e2piiτn)6
ou` τ ∈ H, on peut montrer que
t(
aτ + b
cτ + d
) = t(τ) ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ1(6, 2)∗ ⊂ Γ0(12)∗ + 12
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ou`
Γ1(6) = {
(
a b
c d
)
∈ Sl2(Z) / a ≡ d ≡ 1 (6) c ≡ 0 (6)}
Γ1(6, 2) = {
(
a b
c d
)
∈ Γ1(6) c ≡ 6b (12)}
et Γ1(6, 2)
∗ est le groupe engendre´ par Γ1(6, 2) et l’involution de Fricke w6.
En outre, t est un Hauptmodul pour Γ1(6, 2)
∗, i. e. induit un isomorphisme
entre H∗ = H ∪Q ∪ {i∞}/Γ1(6, 2)∗ et P1.
On peut montrer que pour τ = i∞, on a t = 0, pour τ = ±1/2, on a t = ∞,
pour τ = i/
√
6, on a t = 3− 2√2 et pour τ = ±2/5 + i/5√6, on a t = 3 + 2√2.
De plus, si k = t+ 1t , l’e´quation de Picard-Fuchs en la variable t posse`de une base
de solutions de la forme G(τ), τG(τ), τ2G(τ) avec G(τ) = η(τ)η(2τ)η(3τ)η(6τ).
On a e´galement
G(t) =
∑
n≥0
vnt
2n+1 |t| < 3− 2
√
2
avec
vn =
n∑
k=0
(
n
k
)2(
n+ k
k
)2
.
Nous allons maintenant prouver la premie`re assertion du the´ore`me 1.
Par de´finition,
m(Pk) =
1
(2pii)3
∫
T3
log|k − (x+ 1
x
+ y +
1
y
+ z +
1
z
)|dx
x
dy
y
dz
z
.
Et pour k > 6,
dm(Pk)
dk
=
1
(2pii)3
1
k
∫
T3
1
1− 1k (x+ 1x + y + 1y + z + 1z )
dx
x
dy
y
dz
z
=
∑
m≥0
am
1
k2m+1
avec
am =
∑
p+q+r=m
(2m)!
(p!q!r!)2
.
Or dm(Pk)dk est une pe´riode et donc ve´rifie l’e´quation diffe´rentielle de Picard-Fuchs.
En faisant alors le changement de variable k = t+ 1t , on obtient
dm(Pk)
dk
=
∑
n≥0
vnt
2n+1 = G(τ)
soit
dm(Pk) = −G(τ)dt
t
1− t2
t
.
Comme −G(τ)q dtt 1−t
2
t est une forme modulaire de poids 4 pour Γ1(6, 2)
∗,
−G(τ)q dt
t
1− t2
t
= −1
2
+ 4q + 20q2 + 148q3 + 148q4 + 504q5
+ 740q6 + 1376q7 + 1172q8 + 0(q8),
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on va chercher a` l’e´crire sous la forme
αE4(τ) + βE4(2τ) + γE4(3τ) + δE4(6τ)
ou`
E4(τ) = 1 + 240
∑
n≥1
(
∑
d|n
d3)qn
= 1 + 240(q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + 126q5 + 252q6 + 344q7
+ 585q8 + 757q9 + 1134q10 + ...)
En calculant alors suffisamment de termes dans leur q-de´veloppement, on voit que
ces deux formes co¨ıncident pour
α =
4
240
β = − 16
240
γ =
36
240
δ = −144
240
.
On a donc
dm(Pk) = (
4
240
E4(q)− 16
240
E4(q
2) +
36
240
E4(q
3)− 144
240
E4(q
6))
dq
q
= (− 1
2q
+ 4q + 20q2 + ...)dq
En inte´grant entre k et l’infini, on trouve alors
m(Pk) = ℜ(−piiτ +
∑
n≥1
(
∑
d|n
d3)(4
qn
n
− 8q
2n
n
+ 12
q3n
n
− 24q
6n
n
)).
2) Rappelons maintenant les re´sultats de Verrill [13] sur la famille Yk de surfaces
dont une e´quation affine est
(1 + x+ xy + xyz)(1 + z + zy + zyx)− (k + 4)xyz = 0.
Une telle famille {Yk}k, k ∈ P1\{∞,−4, 12, 0} a un nombre de Picard ge´ne´rique
19, est Mk-polarise´e avec
Mk ≃ U2⊥(−E8)2⊥ < −6 > .
Son re´seau transcendant ve´rifie Tk ≃ U2⊥ < 6 > et l’e´quation diffe´rentielle de
Picard-Fuchs associe´e a` la famille est [14]
k(k + 4)(k − 12)y′′′ + 6(k2 − 7k − 12)y′′ + 7k
2 − 12k − 96
k + 4
y′ +
k
k + 4
y = 0.
Si l’on pose
t(τ) =
η(3τ)4η(12τ)8η(2τ)12
η(τ)4η(4τ)8η(6τ)12
ou` τ ∈ H, on peut montrer que
t(
aτ + b
cτ + d
) = t(τ) ∀
(
a b
c d
)
∈ Γ0(12) + 12
ou` Γ0(12) + 12 est le groupe engendre´ par Γ0(12) et l’involution de Fricke w12.
En outre, t est un Hauptmodul pour ce groupe.
On peut montrer que pour τ = i∞, on a t = 0 et pour τ = i0, on a t = −1.
De plus, si k = −(t+ 1t +2), l’e´quation de Picard-Fuchs en la variable t posse`de
une base de solutions de la forme G(τ), τG(τ), τ2G(τ) avec G(τ) = η(2τ)
4η(6τ)4
η(τ)2η(3τ)2 .
8 MARIE JOSE´ BERTIN
On a e´galement
G(t) =
∑
n≥1
vnt
n
avec
vn =
n−1∑
m=0
∑
p+q+r+s=m
(−1)m
(
n+m
2m+ 1
)(
m!
p!q!r!s!
)2
.
Nous allons maintenant prouver la deuxie`me assertion du the´ore`me 1.1.
Comme pre´ce´demment on trouve
dm(k) = −G(τ)dt
t
1− t2
t
et
−G(τ)q dt
t
1− t2
t
= − 2
240
E4(τ) +
32
240
E4(2τ) +
18
240
E4(3τ) − 288
240
E4(6τ)
car−G(τ)dtt 1−t
2
t est une forme modulaire de poids 4 pour Γ0(12) + 12.
En inte´grant entre k et l’infini, on trouve alors le re´sultat annonce´.
3.2. Preuve du the´ore`me 1.2. Les e´tapes de la de´monstration sont semblables a`
celles de´veloppe´es dans [2].
1) Partant de la relation
m(Pk) = ℜ{−piiτ +
∑
n≥1
(
∑
d|n
d3)(
4qn
n
− 8q
2n
n
+
12q3n
n
− 24q
6n
n
)},
on pose n = dn′, puis graˆce a` la relation
D2(Li3(q
jd)) = j2d2Li1(q
jd) j = 1, 2, 3, 6 D = q
d
dq
,
on obtient
m(k) = ℜ{−piiτ + 4D2(
∑
d≥1
Li3(q
d)− 1
2
Li3(q
2d) +
1
3
Li3(q
3d)− 1
6
Li3(q
6d)}.
Notons alors
Lj(x) =
∑
d≥1
Li3(q
jdx)
et
Hj(x) = Lj(x) + Lj(
1
x
).
On peut montrer qu’il existe des constantes complexes non nulles A, B, C, D telles
que
K(x) = H1(x) − 1
2
H2(x) +
1
3
H3(x)− 1
6
H6(x) +A log(x)
4 +B log(x)3
+ C log(x)2 +D log(x)
soit invariant par la transformation
x 7→ q6x.
En effet
H(x) = H1(x)− 1
2
H2(x) +
1
3
H3(x)− 1
6
H6(x)
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se transforme en
H(x)− (Li3(qx)− Li3( 1
qx
))− 1
2
(Li3(q
2x)− Li3( 1
q2x
))
− 4
3
(Li3(q
3x)− Li3( 1
q3x
))− 1
2
(Li3(q
4x)− Li3( 1
q4x
))
− (Li3(q5x)− Li3( 1
q5x
))− 2
3
Li3(q
6x) +
2
3
Li3(
1
x
)
et l’on a la formule
Li3(z)− Li3(1
z
) = − (2ipi)
3
6
B3(
log z
2ipi
)
ou` B3 de´signe le polynoˆme de Bernouilli
B3(X) = X
3 − 3
2
X2 +
1
2
X.
Par suite H(x) se transforme en
H(x) +A′ log(x)3 +B′ log(x)2 + C′ log(x) +D′
et K(x) en
K(x) + (4λA+A′) log(x)3 + (6λ2A+ 3λB +B′) log(x)2
+ (4Aλ3 + 3Bλ2 + 2Cλ+ C′) log(x) +Aλ4 +Bλ3 + Cλ2 +Dλ+D′,
avec λ = 6 log q.
Il suffit alors de de´terminer A, B, C, D en fonction de A′, B′, C′, D′.
Comme
m(k) = ℜ(−piiτ + 2D2(K(1)))
et comme K(e2piiξτ ) est invariant par le changement ξ 7→ ξ + 6 d’apre`s ce qui
pre´ce`de, on va de´velopper K(e2piiξτ ) en se´rie de Fourier. Le de´veloppement en se´rie
de K(1) sera obtenu pour ξ = 0.
Expliquons le calcul du de´veloppement sur L1(x). On va e´crire
L1(e
2piiξτ ) =
∑
d≥1
∑
m≥1
e2piiτm(d+ξ)
m3
=
∑
m≥1
1
m3
(
∑
d≡1 (6)
e2piiτm(d+ξ) + ...+
∑
d≡6 (6)
e2piiτm(d+ξ))
Ensuite on calcule
In,h =
∑
k≥0
1
6
∫ 6−h
−h
e2piimτ(6k+h+ξ)e−2piin
ξ
6 dξ
Posant alors ξ′ = 6k + h+ ξ, il vient
In,h =
1
6
e
2piinh
6
∫ +∞
0
e2piiξ
′(mτ−n
6
)dξ′.
soit
In,h =
−1
6
e
2piinh
6
1
2pii(mτ − n6 )
.
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On en de´duit alors
1
6
∫
pe´riode
L1(e
2piiτξ)e−2piin
ξ
6 dξ = − 1
2pii
∑
n≥1
1
m3
1
(mτ − κ) si n = 6κ
et 0 sinon.
D’ou`
K(1) = − 1
2pii
∑
κ
(
∑
m≥1
1
m3
(
1
mτ − κ +
1
mτ + κ
)
− 1
2
∑
m≥1
1
m3
(
1
2mτ − κ +
1
2mτ + κ
)
1
3
∑
m≥1
1
m3
(
1
3mτ − κ +
1
3mτ + κ
)
− 1
6
∑
m≥1
1
m3
(
1
6mτ − κ +
1
6mτ + κ
))
Finalement
m(k) = ℜ(−piiτ − 4i
8pi3
∑
κ,m 6=0
1
m
(
1
(mτ + κ)3
− 2 1
(2mτ + κ)3
+ 3
1
(3mτ + κ)3
− 6 1
(6mτ + κ)3
))
D’ou` le re´sultat annonce´, puisque
ℑ 1
(mτ + κ)3
= −mℑτ(2ℜ( 1
(mτ + κ)3(mτ¯ + κ)
) +
1
(mτ + κ)2(mτ¯ + κ)2
)
et
ℑτ
8pi3
6× 120
∑
k≥1
1
k4
= piℑτ.
4. Quelques applications
4.1. Valeur approche´e de la mesure. La formule de Jensen permet d’exprimer
la mesure de Mahler d’un polynoˆme de trois variables a` l’aide d’une inte´grale dou-
ble. Cependant les me´thodes d’inte´gration nume´rique demanderaient beaucoup de
temps pour obtenir une pre´cision de 10−18 par exemple. Les formules pre´ce´dentes
expriment la mesure de Mahler a` l’aide de se´ries rapidement convergentes.
Boyd et Mossinghoff ont ainsi trouve´ la valeur approche´e de P1
M(x+ y + z + 1 +
1
x
+
1
y
+
1
z
) = 1, 4483035845491699038...
J’ai de meˆme calcule´ une valeur approche´e de la mesure du polynoˆme Q1
M(Q1) = 1, 435170000343077634...
Ces deux mesures sont parmi les plus petites mesures connues pour les polynoˆmes
de 3 variables dont la mesure ne se re´duit pas a` celle d’un polynoˆme de deux
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variables comme par exemple
M(x+ y + z +
1
x
+
1
y
+
1
z
) =M(1 + x+ y)
= 1, 3813564445184977933...
4.2. Mesure et se´rie L de Hecke. Pour certaines valeurs de k correspondant a`
des τ quadratiques donc a` des surfaces K3 singulie`res (i.e. de nombre de Picard 20)
ayant une structure de Shioda-Inose lie´e a` une courbe elliptique a` multiplication
complexe par un ordre d’un corps quadratique imaginaire, la mesure de Mahler
s’exprime a` l’aide d’une se´rie L de Hecke d’un ordre. Ceci se produit par exemple
pour Pk avec k = 2, 3, 6 et Qk avec k = −4, 12.
Soit K = Q(
√
d) un corps quadratique imaginaire d’anneau des entiers OK et
de discriminant D. Un Gro¨ssencharacter φ de poids k ≥ 2, de conducteur Λ, ou` Λ
est un ide´al de OK est ainsi de´fini. Un homomorphisme φ : I(Λ)→ C× satisfaisant
φ(αOK ) = α
k−1
pour α ≡ 1 mod Λ
est appele´ Gro¨ssencharacter de Hecke de poids k et conducteur Λ. La se´rie L de
Hecke induite par le Gro¨ssencharacter de Hecke est de´finie par
L(φ, s) :=
∑
P
φ(P )
N(P )s
=
∞∑
n=1
a(n)
ns
ou` N(P ) est la norme de l’ide´al P et la somme prise surles ide´aux premiers
P ⊂ OK premiers a` Λ. En remplac¸ant OK par un ordre R du corps quadratique,
on de´finirait de meˆme la se´rie L de Hecke d’un ordre pour un Gro¨ssencharacter φ
attache´ a` l’ordre. Dans tous les cas on pre´cisera L
Q(
√
d) ou LR.
The´ore`me 4.1. Les Gro¨ssencharacter de ce the´ore`me sont tous de poids 3.
m(P0) = d3 :=
3
√
3
4pi
L(χ−3, 2).
m(P2) =
16
√
2
pi3
LQ(
√−2)(φ, 3)
m(P3) =
15
√
15
2pi3
LQ(
√−15)(φ, 3)
ou` φ(P ) = −ω si P = (2, ω) et ω = 1+
√−15
2 , P de´signant un repre´sentant de la
deuxie`me classe d’ide´aux du corps de nombres Q(
√−15) de nombre de classe 2.
m(P6) =
24
√
6
pi3
LQ(
√−6)(φ, 3)
ou` φ(P ) = −2 si P = (2,√−6), P de´signant un repre´sentant de la deuxie`me classe
d’ide´aux du corps de nombres Q(
√−6) de nombre de classe 2.
m(Q0) =
12
√
3
pi3
LR(φ, 3)
pour l’ordre (1, 2
√−3) de nombre de classe 1.
m(Q12) = 4m(Q0).
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Preuve La preuve utilise le the´ore`me 2 et la formule
LF (φ, s) =
∑
cl(P )
φ(P )
N(P )2−s
Z(2, P, s)
ou`
Z(2, P, s) =
1
2
′∑
λ∈P
λ¯2
(λλ¯)s
est la se´rie de Hecke partielle.
Pour cela, e´crivons m(Pk) sous une autre forme.
Posons
Djτ = (mjτ + κ)(mjτ¯ + κ).
Alors
m(Pk) =
ℑτ
8pi3
′∑
m,κ
[−4(m(τ + τ¯ ) + 2κ)
2
D3τ
+
4
D2τ
+ 16
(2m(τ + τ¯ ) + 2κ)2
D32τ
− 16
D22τ
− 36(3m(τ + τ¯ ) + 2κ)
2
D33τ
+
36
D23τ
+ 144
(6m(τ + τ¯ ) + 2κ)2
D36τ
− 144
D26τ
]
Si k = 6, on a τ = i√
6
et
Dτ =
1
6
(m2 + 6κ2)
D2τ =
1
3
(2m2 + 3κ2)
D3τ =
1
2
(3m2 + 2κ2)
D6τ = (6m
2 + κ2).
D’ou`
m(P6) =
24
√
6
pi3
[
1
2
′∑
m,κ
(
m2 − 6κ2
(m2 + 6κ2)3
+
3κ2 − 2m2
(3κ2 + 2m2)3
)].
Or dans le corps Q(
√−6), de discriminant −24, il y a 2 classes d’ide´aux, celle
A0 = {(λ)} des ide´aux principaux et la classe A1 = {(λ)P} ou` P = (2,
√−6).
Si l’on de´finit le caracte`re de Hecke par
ψ((λ)) = λ2
pour λ = m+
√−6κ et
ψ(P) = −2,
on obtient la formule annonce´e.
Si k = 2, on a τ = − 13 + i
√
2
6 et
Dτ =
1
6
((m− 2κ)2 + 2κ2)
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D2τ =
1
3
(2(m− κ)2 + κ2)
D3τ =
1
2
(2(κ−m)2 +m2)
D6τ = (κ− 2m)2 + 2m2.
D’ou`
m(P2) =
4
√
2
pi3
′∑
m,κ
(
m2 − 6κ2
((m− 2κ)2 + 2κ2)3 +
3κ2 − 2m2
(2(m− κ)2 + κ2)3 ).
En posant m− 2κ = l dans la premie`re fraction puis m− κ = κ′ et κ = l′ dans la
seconde, on trouve
m(P2) =
16
√
2
pi3
1
2
′∑
κ,l
l2 − 2κ2
(l2 + 2κ2)3
c’est-a`-dire la formule annonce´e.
Pour k = 3, on a τ = −3+
√−15
12 .
Dτ =
1
6
(m2 − 3κm+ 6κ2)
D2τ =
1
3
(3κ2 − 3κm+ 2m2)
D3τ =
1
2
(2κ2 − κm+ 3m2)
D6τκ
2 − 3κm+ 6m2.
Or il existe exactement deux formes binaires quadratiques re´duites de discriminant
−15, a` savoir (1, 1, 4) et (2, 1, 2). A l’aide d’un changement de variables, on va
exprimer ∆jτ en fonction de ces formes et en de´duire m(P3).
Pour ∆τ on pose m = m
′ + 2κ, d’ou` Dτ = 16 (m
′2 + κm′ + 4κ2).
Pour ∆2τ on pose m = m
′ + κ, d’ou` D2τ = 13 (2m
′2 + κm′ + 2κ2).
Pour ∆3τ on pose κ = κ
′ +m, d’ou` D3τ = 12 (2κ
′2 + κ′m+ 2m2).
Pour ∆6τ on pose κ = κ
′ + 2m, d’ou` D6τ = κ′2 + κ′m+ 4m2.
D’ou`, par abus de notation, puisque la sommation en m′ ou en κ′ est e´quivalente
a` la sommation en m et k,
m(P3) =
15
√
15
2pi3
′∑
m,κ
1
2
(
m2 + 4mκ− 2κ2
(m2 + κm+ 4κ2)3
+
m2 − 4mκ− 2κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
).
Comme 2m2 + κm+ 2κ2 est syme´trique en κ et m, on en de´duit
′∑
m,κ
m2 − 4mκ− 2κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
=
1
2
′∑
m,κ
−m2 − 8mκ− κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
).
En posant κ = κ′ −m, on va e´crire sous forme syme´trique
m2 + κm+ 4κ2 = 4κ′2− 7mκ′ + 4m2
et l’on obtient
m2 + 4mκ− 2κ2
(m2 + κm+ 4κ2)3
=
−5m2 + 8mκ′ − 2κ′2
(4m2 − 7κ′m+ 4κ′2)3
puis
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′∑
m,κ′
−5m2 + 8mκ′ − 2κ′2
(4m2 − 7κ′m+ 4κ′2)3 =
1
2
′∑
m,κ′
−7m2 + 16mκ′ − 7κ′2
(4m2 − 7κ′m+ 4κ′2)3
=
1
2
′∑
m,κ
2m2 + 2mκ− 7κ2
(m2 + κm+ 4κ2)3
.
Finalement,
m(P3) =
15
√
15
2pi3
′∑
m,κ
1
4
(
2m2 + 2mκ− 7κ2
(m2 + κm+ 4κ2)3
− m
2 + 8mκ+ κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
).
Dans le corps F = Q(
√−15) il y a deux classes d’ide´aux entiers, la classe des
ide´aux principaux dont un repre´sentant est l’ide´al (1, ω) = (1) et l’autre repre´sente´e
par l’ide´al P = (2, ω). De´finissons le caracte`re de Hecke de poids 3 sur P par
φ(P ) = −ω puisque P 2 = (ω). On obtient alors
Z(2, (1), s) =
1
2
′∑
λ∈(1)
λ¯2 + λ2
(λλ¯)s
=
1
4
′∑
m,κ
2m2 + 2mκ− 7κ2
(m2 +mκ+ 4κ2)s
car λ = m+ κω et
1
2
φ(P )
N(P )2−s
′∑
λ∈P
λ¯2
(λλ¯)s
=
1
2
φ(P¯ )
N(P¯ )2−s
′∑
λ¯∈P¯
λ2
(λλ¯)s
= −1
4
1
22−s
′∑
λ∈P
λ¯2ω + λ2ω¯
(λλ¯)s
= −1
4
′∑
m,κ
m2 + 8mκ+ κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
,
puisque λ = 2m+ κω.
Finalement
LF (φ, 3) =
1
4
′∑
m,κ
(
2m2 + 2mκ− 7κ2
(m2 +mκ+ 4κ2)3
− m
2 + 8mκ+ κ2
(2m2 + κm+ 2κ2)3
),
d’ou` le re´sultat annonce´.
Pour k = 0, Boyd avait prouve´
m(P0) = d3 :=
3
√
3
4pi
L(χ−3, 2).
Nous allons retrouver ce re´sultat autrement car la preuve met en e´vidence les
relations entre fonction ze´ta d’un ordre et celle de l’ordre maximal. Tout d’abord
remarquons que h(−12) = 1 et que la forme re´duite de discriminant−12 est x2+3y2.
De meˆme h(−3) = 1 et la forme re´duite de discriminant −3 est x2 + xy + y2.
Pour k = 0 on a τ = −3+
√−3
6 et
Dτ =
1
3
(m2 − 3κm+ 3κ2)
D2τ =
1
3
(3κ2 − 6κm+ 4m2)
D3τ = κ
2 − 3κm+ 3m2
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D6τ = κ
2 − 6κm+ 12m2.
Pour ∆τ on pose m = m
′ + 2κ, d’ou` Dτ = 13 (m
′2 + κm′ + κ2).
Pour ∆2τ on pose κ = κ
′ +m, d’ou` D2τ = 13 (m
2 + 3κ′2).
Pour ∆3τ on pose κ = κ
′ + 2m, d’ou` D3τ = m2 + κ′m+ κ′2.
Pour ∆6τ on pose κ = κ
′ + 3m, d’ou` D6τ = κ′2 + 3m2. Apre`s simplification, on
obtient
m(P0) =
3
√
3
2pi3
′∑
m,κ
(
4
(m2 + 3κ2)2
− 1
(m2 +mκ+ κ2)2
).
Posons K = Q(
√−3) et de´signons par R l’ordre de discriminant −12. Alors
m(P0) s’e´crit
m(P0) =
3
√
3
2pi3
(8ζR(2)− 6ζK(2)).
Comme, par exemple [12]
8ζR(2) = 9ζK(2)
et
ζK(2) = ζ(2)L(χ−3, 2),
on obtient bien
m(P0) = d3.
Si k = 12 dans la deuxie`me famille, alors τ = 3+
√−3
6 et l’on obtient
m(Q12) =
√
3
48pi3
′∑
κ,m
(8 × 42 × 32 κ
2 − 3m2
(κ2 + 3m2)3
+ 18
2m2 + 2mκ− κ2
(m2 + κm+ κ2)3
)
tandis que pour k = 0 on a τ = 3+
√−3
12 et
m(Q0) =
√
3
72pi3
′∑
κ,m
(8× 43 × 32 κ
2 − 3m2
(κ2 + 3m2)3
+ 18× 16 2m
2 + 2mκ− κ2
(m2 + κm+ κ2)3
).
Or d’apre`s une remarque de Sebbar [11]
′∑
m,κ
2m2 + 2mκ− κ2
(m2 + κm+ κ2)3
= 0,
d’ou`
m(Q12) = 4m(Q0)
relation conjecture´e par Boyd.[5]
En outre
m(Q0) =
12
√
3
pi3
1
2
′∑
κ,m
κ2 − 3m2
(κ2 + 3m2)3
=
12
√
3
pi3
LR(φ, 3)
ou` φ de´signe le caracte`re de Hecke de poids 3 pour l’ordre (1, 2
√−3) de´fini par
φ((α)) = α2. 
Boyd [5] a conjecture´ une autre relation entre les mesures de Mahler de la
deuxie`me famille:
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(∗) 2m(Q−36) =?4m(Q−6) +m(Q0).
Nous allons montrer l’e´quivalence de cette relation avec une relation entre se´ries L
de Hecke d’ordres d’un corps de nombres.
The´ore`me 4.2. Soit R = (1, 2
√−3) et R′ = (1,√−3) les deux ordres R ⊂ R′ du
corps de nombres Q(
√−3) de discriminants respectifs −48 et −12, de nombre de
classes respectif 2 et 1.
Soit φR (resp. φR′) les caracte`res de Hecke de poids 3 de´finis par
φR(αR) = α
2 φR(P ) = −3 si P = (3, 2
√−3)
φR′ (βR
′) = β2.
La relation (*) entre mesures de Mahler est e´quivalente a` la relation
LR′(φR′ , 3) = LR(φR, 3).
Preuve Pour k = −6, on a τ = √−3/6 et
Dτ =
1
12
(m2 + 12κ2)
D2τ =
1
3
(m2 + 3κ2)
D3τ =
1
4
(3m2 + 4κ2)
D6τ = 3m
2 + κ2.
Apre`s simplification, on obtient
m(Q6) =
√
3
48pi3
′∑
m,κ
(
288× 4(m2 − 3κ2)
(m2 + 3κ2)3
+
288× 48κ2
(m2 + 12κ2)3
− 288× 4
2κ2
(3m2 + 4κ2)3
− 288
(m2 + 12κ2)2
+
288
(3m2 + 4κ2)2
)
De meˆme, pour k = −36, on a τ = √−3/3 et
Dτ =
1
3
(m2 + 3κ2)
D2τ =
1
3
(4m2 + 3κ2)
D3τ = 3m
2 + κ2)
D6τ = 12m
2 + κ2.
Apre`s simplification, on obtient
m(Q−36) =
√
3
24pi3
′∑
m,κ
(
72(3κ2 −m2)
(m2 + 3κ2)3
− 288× 12κ
2
(4m2 + 3κ2)3
+
288× 4κ2
(12m2 + κ2)3
+
288
(4m2 + 3κ2)2
− 288
(12m2 + κ2)2
)
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Comme
m(Q0) =
√
3
12× 8pi3 4
3 × 32
′∑
m,κ
κ2 − 3m2
(κ2 + 3m2)3
on voit aise´ment que la relation
2m(Q−36 − 4m(Q6)−m(Q0) = 0
n’est autre que la relation
′∑
m,κ
m2 − 3κ2
(m2 + 3κ2)3
=
′∑
m,κ
(
4m2 − 3κ2
(4m2 + 3κ2)3
− 12m
2 − κ2
(12m2 + κ2)3
,
qui n’est autre que
LR′(φR′ , 3) = LR(φR, 3).

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